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CONVERGENCE FORTE DES ESTIMATEURS
DES PARAMETRES D’UN PROCESSUS GENAR(p)

GENEVIEVE GAUTHIER ET ALAIN LATOUR

RESUME. Dans cet article nous introduisons une généralisation de I’opérateur de
STEUTEL et VAN HARN (1979) afin de définir un processus a valeurs entieres.
Il s’agit d’un processus ayant une structure de corrélation identique a celle du
processus autorégressif standard a valeurs réelles. L’ estimation des parametres « a; »
et de la moyenne du bruit de ce modele est abordée par la méthode des moindres
carrés conditionnels. On y démontre la convergence forte de ces estimateurs et des
statistiques couramment utilisées dans I’analyse des séries chronologiques.

ABSTRACT. In this paper we introduce a generalization of the STEUTEL and VAN
HARN operator (1979). This new operator is used in the definition of an integer
valued stochastic process having a correlation structure identical to the correlation
structure of the standard real-valued autoregressive process. The problem of the
estimation of the parameters “a;” and of the mean of the noise of this model is
tackled using the conditional least squares method. We establish the almost-sure
convergence of these estimators and of the statistics currently used in time series
analysis.

1. Introduction. Dans cet article, nous introduisons une famille de processus stochas-
tiques dans le but d’enrichir la classe des modeles permettant 1’analyse des séries
chronologiques a valeurs entieres. Nous présentons des résultats relatifs a I’estimation
de certains parametres de ces modeles par la méthode des moindres carrés conditionnels.

L’opérateur de base intervenant dans la définition de plusieurs modeles de séries
chronologiques a valeurs entieres a été introduit par STEUTEL et VAN HARN (1979).
La définition 1.1 précise la nature de cet opérateur.

Définition 1.1. Soit X, une variable aléatoire a valeurs entiéres non négatives ; o €
[0, 1] et {Y;}ien, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement dis-
tribuées selon une loi de Bernoulli de parameétre « et indépendantes de X. Alors
I’opérateur cve est défini par

X
aeX = Z Y;. (1.1
i=1
Recu le 12 avril 1993 et, sous forme définitive, le 12 octobre 1993.
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Bien que la notation suggere une simple multiplication, il ne faut pas agir comme
tel. Nous donnons a la section 2 les propriétés importantes de cet opérateur.

AL-OSH et ALZAID (1992; 1991; 1990; 1988; 1987) ont suggéré des modeles se
voulant semblables aux processus autorégressifs d’ordre p et aux moyennes-mobiles
d’ordre ¢ popularisés par BOX et JENKINS et dans lesquels intervient 1I’opérateur de
STEUTEL et VAN HARN. Cependant, le remplacement de la multiplication usuelle
par cet opérateur fait apparaitre plusieurs contraintes limitant I’utilisation de résultats
déja connus pour les processus autorégressifs a valeurs réelles. Pour contourner le
probléme, des contraintes au niveau de la définition du processus autorégressif rendent
ces modeles moins intéressants qu’ils ne semblaient I’&tre de prime abord. En effet, la
structure de corrélation de leur modele INAR(p) est semblable a celle d’'un ARMA(p,
p—1).

Les modeles INMA(q) de type moyenne-mobile qu’ils présentent sont prometteurs.
Soulignons cependant que ces auteurs n’abordent aucunement la question de 1’estima-
tion des parametres du modele. Or, il ne nous semble pas que I’opérateur de STEUTEL et
VAN HARN puisse permettre I’écriture d’un processus moyenne-mobile sous une forme
simple, fonction des valeurs du passé, ce qui rend difficile I’estimation des paramétres.
Finalement, notons que plusieurs résultats sont démontrés dans des contextes ou les
lois marginales sont connues.

Il est cependant possible de définir un processus autorégressif a valeurs entieres utili-
sant I’opérateur de STEUTEL et VAN HARN sans imposer de contraintes supplémen-
taires aux contraintes liées a la stationnarité.

Définition 1.2. Soit { X;},c7z, une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres non
négatives ; {€;}+cz, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées a valeurs entieres non négatives; p € N et {ak}ke{ 12,... p}> une suite de
constantes telles que Vk € {1,2,... ,p—1}, a3 € [0, 1] et o, € (0, 1]. Alors {X; }iez
est un processus ENAR(p) (il s’agit d’un acronyme de I’expression : AutoRégressif a
valeurs Entiéres) si

p
X, = Zak.Xt,“gt. (1.2)

k=1
Chacune des suites {Y; };en sous-entendues dans «, Xy, pour k = 1,2,... | p, sont

indépendantes entre elles et indépendantes de ;.

Cette approche permet d’obtenir une structure de corrélation de type autorégressif. Le
probleme de I’estimation des parametres d’un tel processus fut abordé indépendamment
par GAUTHIER (1991) et par DU et LI (1991).

JACOBS et LEWIS (1983, 1978a, 1978b, 1978c) et LEWIS (1980) ont, pour leur
part, introduit les modeles qu’ils dénomment “Discrete mixed AutoRegressive Moving
Average processus” et dont I’acronyme est DARMA. Les processus DARMA sont des
combinaisons linéaires aléatoires de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées. Ces modeles permettent, entre autres choses, de traiter les processus prenant
un nombre fini de valeurs et, plus particulierement, les séries binaires.

D’importantes contributions a I’analyse des séries chronologiques a valeurs discretes
ont été faites par MCKENZIE (1988a, 1988b, 1986, 1985, 1981). Il s’est intéressé aux
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structures des distributions (autres que celles du premier et des seconds moments)
lorsque le processus n’est pas gaussien. Il a aussi traité plusieurs cas particuliers de
modeles de type ARMA ayant des lois marginales non gaussiennes.

Le présent article comporte trois volets. A la section 2, nous suggérons une définition
plus générale de I’opérateur de STEUTEL et VAN HARN ou les variables impliquées
dans la somme définissant cet opérateur sont des variables a valeurs entieres ayant leurs
deux premiers moments finis. Nous n’exigerons pas qu’elles soient de type Bernoulli,
ce qui distingue nettement les résultats démontrés ici de ceux de DU et LI (1991). Les
propriétés élémentaires de cet opérateur sont établies dans cette section. A la section
3, utilisant ce nouvel opérateur, nous redéfinissons un processus ayant une structure
de corrélation identique a celle d’un processus autorégressif standard a valeurs réelles.
Nous appellerons GENAR un tel processus. Nous en donnons les deux premiers mo-
ments et nous indiquons que la stationnarité d’un tel processus implique des contraintes
relatives a certains parametres du modele. Ces contraintes sont passées inapergues dans
I’article de DU et LI (1991), bien qu’elles doivent étre imposées dans leur contexte,
méme si le modele qu’ils proposent est moins général. A la section 4, nous montrons
que la moyenne échantillonnale, les autocovariances échantillonnales, de méme que
les autocorrélations échantillonnales sont des estimateurs fortement convergents des
quantités qu’ils estiment. Des résultats semblables apparaissent dans DU et LI (1991)
pour le modele utilisant 1’opérateur original de STEUTEL et VAN HARN. De la con-
vergence presque stire de ces statistiques, nous déduisons finalement la convergence
presque slire des estimateurs des parametres «; et de la moyenne de la «composante
bruit» du processus GENAR.

2. Généralisation de ’opérateur ce.

Définition 2.1. Soit X, une variable aléatoire a valeurs entiéres non négatives ; Y, une
variable aléatoire a valeurs entieres non négatives de moyenne finie « et de variance finie
A et {Y; }ien, une suite de variables aléatoires indépendantes entre elles, indépendantes
de X et distribuées selon la méme loi que Y. Alors I’opérateur ao est défini par

X
aoX =YY, 2.1

Remarque. Nous utilisons la notation ao au lieu de e afin de distinguer I’opérateur
généralisé de 1’opérateur original.

2.1. Fonction génératrice des probabilités. Dans ce qui suit ®;(-) dénote la fonction
génératrice des probabilités de la variable Z. La proposition 2.1 établit le lien entre la
distribution de la variable o o X et les distributions de X et de Y. La proposition 2.2
donne la distribution de la variable « o X + 3 o Y, qui est la somme de deux variables
indépendantes, transformées indépendamment, c’est-a-dire, que les suites de variables
aléatoires intervenant dans o o X et dans § o Y sont indépendantes entre elles. Le
lecteur peut facilement démontrer ces deux propositions.

Proposition 2.1. Soit X etY telles qu’introduites a la définition 2.1. Alors
q)aoX<3) = (I)X ((I)y(s)) .
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Proposition 2.2. Soit X, une variable aléatoire a valeurs entieres non négatives ;
Y, une variable aléatoire a valeurs entieres non négatives de moyenne finie o et de
variance finie et W, une variable aléatoire a valeurs entieres non négatives de moyenne
finie (B et de variance finie. Alors

(I)aoX+,80Y(3) = (I)X ((I)Y(S)CI)W(S)) :

Il est facile de voir que si X et Z sont deux variables aléatoires indépendantes a
valeurs entieres non négatives transformées indépendamment, alors

ao(X+Z)2aoX+aoZ

La prudence s’impose dans I’utilisation de cet opérateur. Regle générale, nous avons
que

D
) folacX] # fafo X
i) aoX+foX #(a+0)oX
iii) ao(X+Z)7DéaoX+aoZ.

2.2. Premier et deuxiemes moments. Soit X etY satisfaisantla définition 2.1. Puisque
E(Y) =a < oo, et Var(Y) = A < oo, on peut montrer que
i) E(ao X) = aE(X)

ii) E ((a o X)Z) = M\E(X) +o’E (XZ)

iii) Var(ao X) = AE(X) + o?Var(X).
Si de plus Z est une variable aléatoire a valeurs entiéres non négatives et que les suites
de variables aléatoires sous-entendues dans 3 o Z et dans a o X sont indépendantes,
alors

iv) Cov(ao X, 0 Z) = afBCov(X, Z).
Les résultats démontrés dans BRILLINGER (1969) permettent de retrouver ces

résultats et fournissent une méthode de calcul directe basée sur le calcul des cumulants
via le calcul des cumulants conditionnels.

3. Généralisation du processus autorégressif. Il est possible de redéfinir le processus
autorégressif ENAR(p) avec I’opérateur introduit a la section précédente.

Définition 3.1. Soit {X;};c7z, une suite de variables aléatoires a valeurs entieres non
négatives ; {; }1cz, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées a valeurs entiéres non négatives de moyenne finie j. et de variance finie o2 ;
p € Net {O‘k}ke{l,z.” ,p}» une suite de constantes telle que pour tout k € {1,2,...,p—

1}, o0 €00,1), ap € (0,1) et D7 _; o < 1. Alors { X, }4ez est GENAR(p) si

p
Xt:ZakoXt_k+et. (3.1

k=1
Toutes les suites {Yi(k)},»eN sous-entendues dans o o Xy, pour k = 1,2,... ,p,

sont indépendantes entre elles et indépendantes de &;. Elles sont de moyenne finie
et de variance finie A\;. (GENAR est un acronyme de 1’expression : AutoRégressif a
valeurs ENtieres Généralisé.)
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Proposition 3.1. Soit { X }icz, un processus GENAR(p). Alors

P —1
E (X)) = pe (1 - Zak> :
k=1

La démonstration découle directement des résultats de la section 2.2. Puisque E (X;)
et 1. sont non négatives, nous remarquons que la condition Zﬁzlak < 1 est nécessaire
pour que le processus soit stationnaire au sens large.

Dénotons respectivement par (k) et p(k) 1’autocovariance et 1’autocorrélation de
délai k du processus. Les propositions 3.2 et 3.3 précisent les liens existant entre ces
différentes quantités et les parametres du modele.

Proposition 3.2. Soit {X;}icz, un processus GENAR(p) stationnaire au sens large.
Alors la variance de X; est donnée par

p P
~v(0) = px Z Ai + E iy (i) + o2
i=1 i=1

La démonstration se fait par simples manipulations algébriques.

Proposition 3.3. Soit {X;}icz, un processus GENAR(p) stationnaire au sens large.
Soit k € N, k # 0. Alors I’autocovariance de délai k satisfait

Y(k) = any(k—i)
i=1

et I’autocorrélation de délai k satisfait

1 sik=20
p

plk) = Zaip(k—i) sik>1.
i=1

La démonstration de la proposition 3.3 découle directement des résultats de la sec-
tion 2.2.

Les autocorrélations satisfont les équations Yule-Walker. Cette structure de corréla-
tion est identique a celle du modele AR(p) classique a valeurs réelles.

Remarque. En général, il ne semble pas possible d’écrire X; sous forme d’une somme
infinie de termes de la forme ¢; o ;_;, a cause de la non-distributivit€ de I’opérateur
«vo sur I’addition.

Définition 3.2. Soit { X}z, un processus stationnaire au sens large et k& € N. Alors,
le coefficient de corrélation partielle de délai k, ¢(k ), est la k° composante de la solution
de Prop = pg ou

1 p(1) p(2) p(k—1)
p(1) 1 p(1) p(k—2)
p=| rQ p(1) 1 p(k—=3) |,

= 1) pk=2) plh-3) 1
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o(1,k) p(1)
6(2. ) o(2)
o | 0G0 | et pe| o3
o (k. k) o(k)

Notons que ¢(k) = ¢(k, k).

Le coefficient de corrélation partielle de délai k d’un processus stationnaire représente
le k° coefficient d’un processus de type GENAR(k) dans le cas ot nous faisons une ap-
proximation du processus stationnaire original par un processus autorégressif d’ordre k.
Une conséquence de la proposition 3.3 est que si { X }+c7z est un processus GENAR(p),
alors ¢(k) =0, k > p.

4. Convergence forte de la moyenne, des autocovariances et des autocorrélations
échantillonnales. Soit X, X5,..., X, les valeurs observées d’un processus GE-
NAR(p) stationnaire. Puisque la moyenne, les autocovariances et les autocorrélations
de ce type de processus sont reliées entre elles par des relations identiques a celles d’un
modele AR(p) standard, nous utiliserons les mémes estimateurs que ceux utilisés dans
ce dernier cas.

Pour plusieurs résultats de cette section, nous exigerons que

> (k)] < oo
k=0

Pour certains résultats concernant les structures de corrélation, on demandera aussi que
(oo}
> " Jier(h)| < o0
h=0

ou pr(h) = Cov (X Xpsk, Xt+nXtsk+n)- La premiere hypothése est trés courante
dans le domaine des séries chronologiques. Si elle est satisfaite, cela implique que
I’autocovariance de délai k tend vers zéro au fur et a mesure que k croit ; ce qui signi-
fie que les observations X; et X;,; ne sont a peu pres pas corrélées lorsqu’elles sont
suffisamment éloignées. La deuxieme hypotheése demande que les produits X; X, et
Xitih Xtrk+n N€ soient a peu pres pas corrélés lorsqu’ils sont suffisamment distants I’un
de I’autre.

4.1. Estimation de la moyenne du processus. Comme estimateur de la moyenne du
processus, il est naturel de considérer la moyenne arithmétique

n
th.
t=1

Evidemment, X est sans biais. Le théoréme 4.1 en établit la convergence presque stire
Vers jLx.

Y:

S|
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Théoréme 4.1. Si > "2 |v(k)| < oo, alors X est un estimateur fortement convergent
pour px.

Ce résultat se démontre en adaptant une preuve de la convergence presque siire
de X dans le cas ol les observations sont indépendantes donnée par GRIMMETT et
STIRZAKER (1983). Le détail est fait a la section 8.

4.2. Estimation des autocovariances. L’estimateur suggéré pour (k) est
(X~ X) (Xo ~ X)

pour 0 < k < n — 1. Cet estimateur est I’autocovariance échantillonnale de délai k. La
proposition 4.2 montre que 4/(k) est un estimateur biaisé de (k) et que son biais croit
en général avec k. Le détail des démonstrations des propositions 4.1 et 4.2, de méme
que celui du théoreme 4.2 est donné a la section 8.

Proposition 4.1. Pour M fixé et 0 < k < M, (k) est asymptotiquement sans biais
pour (k) si Y3 [1(R)] < oc.

Proposition 4.2. Si Y7 |v(k)| < oo, alors, pour un n fixé, le biais de 4(k) est de
I’ordre de n™" et croit en général avec k.

Théoreme 4.2. Si Y7 |v(k)| < ooetd> ;7 |p(h)| < oo, alors A(k) est un estima-
teur fortement convergent pour (k).

4.3. Estimation des autocorrélations. L’autocorrélation échantillonnale de délai k est
définie par
_Ak)
— A ?
4(0)
Puisque I’autocovariance échantillonnale est un estimateur biaisé, il serait vain d’espérer
que I’autocorrélation échantillonnale soit sans biais. Cependant, cet estimateur est
asymptotiquement sans biais puisque, comme nous 1’indique le théoréeme 4.3, il est
fortement convergent pour p(k). Le lemme 4.1 est nécessaire a la démonstration du
théoreme 4.3.

p(k)

pour0 <k <n-—1.

Lemme 4.1. (SERFLING, 1980). Soit X, X5,... et X des vecteurs aléatoires a
valeurs dans R définis sur un espace de probabilité et soit g une fonction définie sur
R* et mesurable au sens de Borel. Supposons que g soit continue presque siirement
relativement a Px (I’ensemble de ses discontinuités est de mesure nulle par rapport a
la mesure Px ). Alors,

Xp 25X = g(X,) 2g(X).

Démonstration. 11 s’agit de la partie 1 du théoréme de la section 1.7 de SERFLING
(1980, p. 24). O
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Théoreme 4.3. Si v(0) > 0, alors p(k) est un estimateur fortement convergent pour
p(k).

Démonstration. Appliquons le lemme 4.1 avec g(x,y) = y/x qui évaluée au point
(3(0),4(k)) donne p(k). La mesurabilité de cette fonction au sens de Borel ne cause
aucun probléme. Dénotons par F, I’ensemble {(z,y) : 2 = 0}. Sur RN E¢, g est con-
tinue. Puisque 4(0) est un estimateur fortement convergent pour y(0) > 0, Px (E) = 0.
Ainsi, g est continue, sauf sur un ensemble de mesure nulle relativement a Py. [

5. Convergence presque siire des parametres «; d’un processus GENAR(p). Cette
section a pour principal but d’établir la convergence forte des estimateurs des moindres
carrés des parametres a; du modele GENAR(p). La démonstration est basée sur les
résultats de KLIMKO et NELSON (1978). La convergence forte des estimateurs des
coefficients d’autocorrélation partielle découle directement de la convergence forte des
p(k).

Soit { X} }+>1, un processus stochastique défini sur un espace de probabilité (2, F, Py)

dont la distribution dépend d’un vecteur de parametres inconnus 6§ = (01, . ,Hp) .

Ce vecteur varie sur ©, un ouvert de 1’espace euclidien de dimension p.

Nous noterons par Eg(-) et Eg(-|-) I'espérance et I’espérance conditionnelle sous Py.
La “vraie” valeur du vecteur de parametres 6 sera notée §° = (H‘f, ey GZ)T.

Soit {F; }+>0, une suite de sous-tribus de F telle que Fo = {&, Q} et F; est engendrée
par un sous-ensemble arbitraire de {X1,... , X;} V&t > 1. (Il peut arriver que F; soit
égale a o (X1q,...,Xy), la plus petite tribu pour laquelle X7, ... , X; sont mesurables,
mais ce n’est pas toujours le cas.) On suppose Eg (|Xt |) < o0 et ce, pour tout ¢ et pour
tout 6. Posons g (6, X1,... , Xy) = Eg (X¢|Fe).

On estime € en minimisant la somme de carrés conditionnels suivante :

Qn(0) =Y (X; =g, X1,..., X0y

t=1
par rapport a 0. L’estimateur 8, de 6 est la solution du systéme 2 p équations suivant :

0

vie{l,2,...,p}, 30,
J

Qn(‘g) =0.

5.1. Estimation des parametres d’un processus stochastique. L.a démonstration de
la convergence forte de 0,,, fait intervenir le développement en série de Taylor de Q,, (0)
autour de 6°. Il faut supposer que g (6, X1, . .. , X;) est contindment différentiable deux
fois presque partout dans le voisinage ||§ — 6°|| < ¢* de 6°. Cette derniere condition
permet d’utiliser le développement en série de Taylor et assure que la dérivée évaluée
en un minimum local de la fonction est nulle.

Posons

T 2

i.7€{1,2,... ,p}
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Alors le développement en série de Taylor de Q,,(6) autour de 6° est :
Qn(0) = Qn (0°) + (0 — 60°)" VQ, (6°) + % (0—0°)" H, (6°) (6 —0°)
= Qu (%) + (0 0°) T VQu (67) 45 (0 — )" H, (6°) (6 0°)
b3 (0—0°)" [H, (6°) — o (6°)] (0 0°)

pour un certain point intermédiaire approprié 6* tel que ||0* — 6°|| < §*.

Remarque. Qn(0) = >, (Xt —g (Q,Xl, . ,Xt,l))z est une variable aléatoire.
En fait, on devrait noter Q,,(w, 0).

Théoreme 5.1. (KLIMKO et NELSON, 1978). Supposons que
1
DVi,je{1,2,....p}, lim sup — [[Hy, (w,0%) — Hy, (w,0°)]3;] < 00, Pgo-p.s.
n—oo 5—00 n

1 . . o .
2 2—Hn (w, 0°) "=3H, Pyo-p.s. ot H est une matrice de constantes définie positive.
n

n—oo

3) lvcgn (w,0°)"==3(0,...,0)T, Pgo-p.s.

SoiTtZE > 0et0 < d < 6" Alors il existe un ensemble N € F, avec Pyo (N) >l—cer
un entier ny tels que, sur N, Vn > ngy, VQ,, (w,0°) = 0 a une solution en 6,,(w) dans
B (6°,6) (une boule ouverte de rayon § centrée en 0°) pour laquelle ), (w, 0, (w))
est un minimum local.

Corollaire 5.1. (KLIMKO et NELSON, 1978). Sous les conditions du théoreme 5.1,
il existe une suite d’estimateurs {0, } telle que 0,, — 0°, Pgo-p.s. De plus, Ve > 0, il
existe un ensemble N € F avec Pygo (N) > 1 — ¢ tel que, sur N, pour tout n plus grand

qu’un certain entier ny, 0, satisfait VQp(w,0) = 0d’oit Qp, (w, én> est un minimum
local.

5.2. Estimation des parametres «; d’un processus autorégressif. Pour démontrer
la convergence forte des estimateurs des parametres «; d’un processus autorégressif
d’ordre p, il suffit de vérifier les trois hypotheses du théoreme 5.1.

Nous prendrons comme suite de sous-tribus Fo = {@, Q}, Fy = o X1, Xo, ..., X)),
pourl <t <petF, =0 (X1, Xs,...,Xs),pourt > p. Seuls les p premiers termes de
cette suite ne répondent pas aux exigences posées sur la suite de sous-tribus construite
au début de la section 5, donc les résultats énoncés a la section 5.1 peuvent quand méme
s’appliquer.

Pour le cas particulier qui nous intéresse, nous avons

p
g(a7M€7X17"- 7Xt)zzaiXt+l—i+,u€7 tzpa

i=1
car E(aw o X | X) = aX puisque, conditionnellement & X, o o X est une somme de
X variables aléatoires indépendantes de moyenne «. Par conséquent, pour n > p,

n p 2
Qn (o) = > (Xt—ZaiXt_i—%) : (5.1)

t=p+1 i=1



58 Convergence forte des estimateurs des parameétres d’'un processus GENAR(p)

Ainsi,
n p
B 2y Xe (Xt =D aiXe us>
87041@” (v, pre) t=p+l i=1
VQn(o,pu)=| 0 E = - 2
nerE o @n (0, p10) -2 ) Xiy (Xt > Xy —ug>
gf” t=p+1 i=1
7@ (Oé,/.l) n P
Ope " TF 23 (X=X — pe
t=p+1 i=1
et H, (a, 1)
n n n n
2 Z X2, 2 Z X; 1 Xy o0 2 Z Xi X, 2 Z X
t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1

n . n . . n . n .
2Y XXy 2) XioXp, o 2> X7, 2> X

t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1
n n n n
2 E X1 2 E Xip 2 E Xi—p E 2
t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1

Dans ce qui suit, 6° désigne (ao, Mg) qui est le vecteur des véritables valeurs des
parametres du modele. Le symbole Pgo désigne la loi du processus pour ces valeurs des
parametres et [E représente 1’espérance relativement a la mesure Pyo.

Le lemme 5.1 vérifie la premiere condition du théoreme 5.1.

Lemme 5.1. Vi, j € {1,2,... ,p}

1
lim sup — s H (w o ,,ue) H, (w,ao,ug)]m’ < 00, Pgo-p.s.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que H,, (w, o, pu¥) = Hy, (w,a°, p2). O

La démonstration de la troisieme condition du théoreme 5.1 fait intervenir le théoréme 5.2
relatif aux martingales.

Théoréme 5.2. (HALL et HEYDE, 1980). Soir {S,, = >} | Wi, F,, } une martingale
et {Uy, }n>1 une suite non décroissante de variables aléatoires positives telles que Uy,
soit F,,_1-mesurable pour tout n. Alors, si 1 < s <2,

sur I’ensemble { Iim U, = oo et Z

n—00 Ut

|Wt‘ ‘ 9:,5_1) < OO}

Une démonstration de ce théoreme se trouve dans HALL et HEYDE (1980, pp. 35-36).
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Les lemmes qui suivent ont pour objectif la vérification des conditions du théoréme 5.2
lorsque S,, = [VQ, (w, a’, ,ug)]i, pour 1 < i <p+1,U, =nets = 2. Cette
application particuliere du théoréme 5.2 nous permet de montrer que chacune des com-
posantesde n~!'[VQ,, (w, a®, ug)] converge presque sirement vers 0 et, par conséquent,
que n~'VQ, (w,a°, u2) =3(0,...,0)T Pgo-p.s. (qui est la troisiéme condition du
théoreme 5.1). Le lemme 5.2 établit le fait que nous travaillons avec des martingales ;
le lemme 5.3 montre que pour chacune des composantes du vecteur V@), (w, a’, ,ug),
I’ensemble dont il est question au théoreme 5.2 est de probabilité 1. Le détail de ces

démonstrations se retrouve a la section 8.

Lemme 5.2. Chaque composante du vecteur V@), (w, a’, ,ug) est une Fp-martingale
pour Pgo.

Lemme 5.3.
2
o0 1 p
Pyo nangon:ooetZﬁE Xn—Zaan_j—,ug Foo1 | <ocop=1.
n=1 Jj=1
Lemme 5.4. Pour 1 < i < p, si Vh, po(h) < oo,
2
o) 1 p
Poo Q lim n=ooer Y —E (| Xpi | Xn—) 0fXn j—pl || |Faor | <o
n=1 7j=1
=1.

Corollaire 5.2. SiVh, po(h) < oo, alors

1 o , 0\ N—xX
EVQTL (wa « 7”5) - (07 s aO)T, Pgo-p.s.

Démonstration. Ceciestune conséquence immédiate du théoreme 5.2 etdes lemmes 5.2,
53et54. O

Rappelons que

7(0) v(1) v(2) Y(p—1)
(1) 7(0) v(1) v(p—2)
r=| 2 v(1) 7(0) v(p—3)
Wp—1) Ap=2) Ap-3) - (0)

Lemme5.5. Siv(0) > Oetsi> 5" |¢x(h)| < oo, alors (2n) ' H, (w,a°, p2) =3 H,
Pgo-p.s., ou H est une matrice de constantes définie positive.
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Démonstration. D’une part, (2n)~'H, (o, p2) est égal a

ISXE S XX o Y XX, Y X

t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+l1

- Z X1 Xe—p - Z X2 Xep - - Z Xi p - Z Xt—p

t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1
n n n n
1 1 1 1
P N X o =Y X, -
n n n n
t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1

D’autre part, dans la démonstration du théoréme 4.2, on constate que n ™! Z?:_lk X Xivk
converge presque stirement vers (k) + 114 Par conséquent, H est la matrice suivante :

v(0) + ik (1) + pk v2)+pk o - D+pk px
v(1) + ik Y(0) + p v +pk o Ap—2)+pk px
v(2) + ik (1) + pk YO +pk o vp=3)+pk  px
Yp-D+pk vp—2+pk Yp-3)+pk - A0 +pk  px

Hx Hx Hx Hx 1

Soit
o- (et
—/Lxl; 1

ou 1, est le vecteur de longueur p dont toutes les composantes sont égales a 1, tandis
que 0, est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles. On se convainc assez
facilement que G est inversible et

G'HG = < (5 01” )
P
Cette derniére matrice est définie positive, puisque y(0) > 0 (BROCKWELL et DAVIS,
1991, p. 167). O

Théoreme 5.3. Si~(0) > Oersid_;° |or(h)| < 0o, alors, la solution de V Qy, (c, f1z)
= 0 génere des estimateurs fortement convergents pour v, a, . .. , 0 et [lc.

Démonstration. Les lemmes 5.2 et 5.5 ainsi que le corollaire 5.1 nous assurent qu’il
est possible d’utiliser le théoréme 5.1 et le corollaire 5.1. [

5.3. Estimations des coefficients d’autocorrélation partielle. Comme le coefficient
d’autocorrélation partielle de délai k, ¢(k), est la k¢ composante de la solution de

Py = pi ou

1 p(1) p(2) pk—1)
p(1) 1 p(1) p(k —2)

= 1) pk=2) plh-3) 1
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o(1, k) p(1)
b(2, k) p(2)

o = ?(3,k) et pp = p(3) )
¢(1<§, k) p('k)

nous suggérons comme estimateur du coefficient de corrélation partielle de délai & la
derniére composante de la solution de ce méme systéme en remplagant les p(j) par
p(7). Puisqu’il y a convergence forte des p(j) vers leur valeur théorique respective et
que la solution du systeme d’équations ci-haut est une fonction des /(j) mesurable au
sens de Borel, nous avons aussi la convergence forte des estimateurs des coefficients
d’autocorrélation partielle. Ceci est dii au fait que nous avons supposé que v(0) > 0, ce
qui entraine que la matrice des variance-covariance I" de k observations consécutives
est définie positive.

6. Conclusion. Nous avons proposé une extension naturelle au modele INAR(p). 11
serait intéressant d’élargir encore la classe des processus a valeurs discretes en con-
sidérant des processus du genre ARMA de la forme

p q
Xi=> apoX;p+ei— Y Brocip,
k=1 k=1

définis a partir de 1’opérateur généralisé de STEUTEL et VAN HARN. L’ensemble de
ces résultats pourrait étre la base d’une méthodologie comparable a celle de BOX et
JENKINS (1976) applicable a des séries chronologiques a valeurs discretes.
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support durant son année sabbatique, période durant laquelle la derniére version de cet
article fut rédigée.

8. Appendice.

8.1. Preuve du théoreme 4.1. Soit (2, F,Pr), un espace de probabilité. Pour cette
démonstration, nous dénoterons par X ,,(w) la moyenne arithmétique n=! >°7 | X; =
n~1S,(w). Considérons dans un premier temps une sous-suite {n; 'Sy, }, avec n; = i.

Par I’inégalité de Tchebycheff, puisque X, (w) est sans biais, pour tout € > 0,

1 ‘ Var (S (w 1 i k
Pr <12 |52 (w) — zz,ux} > E) < 2452( ) = 22 Z ( - |22> v(k),

k=—1i2+1
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en utilisant le fait que Var (X)) = 1 3°"~! ( — %) v(r) (voir le théoréme 8.2.3

n Lur=—(n—1)

de ANDERSON (1971)), pour établir la derniere égalité. En sommant sur ¢, on obtient,

i2—1

Zf;pr@ysiz( ) A3 A Y (1)

i=1 k=—i2+1

Quelques manipulations algébriques directes montrent que le second terme peut étre

borné par
7T2 >
62 Z [v(k)| < oo
k=—00
Par conséquent, » .o, Pr (Z.%|Siz(w) —i*ux| >¢) < oc. Par le lemme de Borel-
Cantelli,

Pr (hm sup{w |X2 ,uX}>€}>:0

1—00
Comme ¢ est arbitraire, on peut conclure que

1

p-s.
i—zSiz(a))—wX.

Dans un second temps, considérons m tel que i2<m< (14 1)2. Puisque la variable
X, est non négative, on a que

Sip(w) < Sm(w) < Sprp (W)

d’on .
21 1
_° g <
G s

Ainsi, lorsque m tend vers I’infini,

*S (w)™px. O

8.2. Preuve des propositions 4.1 et 4.2. Pour la démonstration de la proposition 4.1,
nous avons besoin des résultats suivants :

Lemme 8.1. Soit {sy}ren, une suite de nombres réels ou complexes. Si Y p- | s

converge, alors
lim E < —>sk— E Sk
T—00

La démonstration de ce lemme se trouve dans ANDERSON (1971, p. 460).

Corollaire 8.1. Si Z\fy )| < oo alors lim i (1 - %) v(k) = i (k).

n—00
k=—n k=—o0

Abordons maintenant la preuve des propositions 4.1 et 4.2. Pour & = 0, en développant

E (5(0)) = E <:L Zn: (X — X)2>
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on trouve

Par conséquent,

n—1 .
Jim E(5(0)) = lim [” -2y (1-1) v(i)] —(0)

a cause du corollaire 8.1. Pour £ > 0, on montre dans un premier temps que

nk:n n—k n

_fzzym_z %ZZZy(i—j) .
t=1 i=1 j=1

t=1 =1

Pour les différents termes de 1’expression entre crochets, nous avons :

n—=k
So =Y (k) = (n—k)y(k)
t=1

n—k n n—k—1 k n—I1

S| —ZZ*yt—z Z n—k—i)y z)+(n—k)Z'y(i)+ Z(n—z)’y(z)
t=1 i=1 i=1 ]
n—k n
Spi=) > A(t+k—i)
t:lll:1 k n—k—1
=S =i+ =R S @D+ S =k —i)(i)
i=k+1 i=0 i=1
n—k n n n—1

S3 —ZZZ’y i—7)=2( n—k)Z(n—i)ﬂy(i)+n(n—k)’y(O).

t=1 i=1 j=1 i=1

Substituant ces expressions dans celle de E (@(k:)), apres quelques manipulations
algébriques et en faisant tendre n vers I’infini, nous trouvons,

n—k—1
nlLrgoE(@(k)):nlirgo[n;k (Z (n—k—i)y(i)+ (n— k:ZV
=1
n—1 n—1
£ 3 - in@) + 2 S (o + (”n‘z %50
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n—oo| n n?

k n—k—1 . n—1 .
2k N 2k v . 2k { :
+nzi§1 ’Y(Z)"‘ﬁ A E’Y(l)—ﬁ > (1_71) 7(1)]-
Nous remarquons alors que

im (190 + 50042390 - 2 3000 - 2

n—00
i=1 i=1 i=1

k
=0+ Jim | =00 - o0 23550

k

RS (1 - ;) w')] — ky(k)+ > ().

n . .
i=k+1 i=—k

Des deux dernieres égalités, nous concluons que 4(k) est asymptotiquement sans biais
pour (k) et que le biais, d’une maniére générale, croit avec k. De plus, le biais est de
I'ordre de o (n™').

8.3. Preuve du théoreéme 4.2. Dans la démonstration du théoréeme 4.2, nous utilisons
les résultats du lemme 8.2.

Lemme 8.2. X,,"— jix p.s. implique que

. o ln—k
D lim X, 2 Xpek = px p.s.
t=
1 n—k
2) nll)rgo Xnﬁ 2; X = [L%( p.S.
t=

iy
3) lim LXi = u3 p.s.

n—oo N

Démonstration. Nous allons démontrer la partie 1 ; les deux autres se prouvent d’une
maniére analogue. Notons que

n—k k

Traitons les deux termes indépendamment. Premierement, puisque par le théoreme 4.1
X, = px ps.,

en appliquant le lemme 4.1 avec g (Yn) = Yi nous concluons que

N . k Z —1 k n—oo
Deugelgesment, puisque >, ; Xy nedépendpasden,n™" >, ; X; — 0, p.s. Sachant
que X,,— ux, nous concluons que

k
Ynn_l Z Xt"iof’o p-s.
t=1
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en appliquant le lemme 4.1 avec

k
g (Xn,:lZXt) :YanXt. O
t=1

S

Procédons maintenant a la démonstration du théoreme 4.2. En supposant que n. > k,
nous avons

n—k

2
X
n

1 n—=k 1 n—=k 1 n—=k
(k) =~ ;XtXHk — X ;Xt — X ;XM +

A cause des lemmes 4.1 et 8.2, démontrer que 4(k)"—> (k) p.s. se réduit 2 démontrer
que n~! Z?;lk X X1, converge presque sirement vers (k) + p%-.
Notons que n~! Z:‘;]k X X4k est asymptotiquement sans biais pour (k) + p% car

n—k

1 n—=k n—00

E (n > XtXt+k> = (Y(k) + px) = (k) + ik
t=1

Quelques manipulations algébriques nous indiquent que
n—kn—k

n—k 2 2
E(iZXtXHk) -9 3) DTN o= TR S
t=1

t=1 u=1

Par conséquent,
(n—k)—1

n—k
1 n—k |h]
Var (n tgl XtXt+k:> =2 E , (1 - n—k) or(h).

h=—(n—k)+1

Par le corollaire 8.1,

n—k 00
) 1 . n—k
nlggoVar (n ;_1 XtXt+k> = (nlggo 2 > ( E SOk(h)) =0.

h=—00

Soit 1), = Z?;lk XXt La preuve se termine en utilisant un argument analogue
a celui utilisé dans la démonstration du théoréme 4.1 afin de démontrer que n~'T},
converge presque sirement vers v(k) + p%. O

8.5. Preuve des lemmes 5.2, 5.3 et 5.4.

Preuve du lemme 5.2. Soit {F,, },,>1, une filtration telle que F; = o (X, Xa,... , X))
pour 1 <t <petF, =o0(Xy,Xa,...,Xy)pourt > p, o (X, Xs,...,Xp) étant la
plus petite tribu rendant mesurables X, X», ... , X;. Nous voulons montrer que chaque
composante du vecteur V@, (w, a’, ug) est une F,-martingale. En effet, nous avons
que

HDFCcFc---CcF,C---.
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2) Pour 1 <i<p+1,VQ, (w,a’, u2) est F,-mesurable.
3) Pour 1 <i<p+1,VQ, (w,a°, u2) estintégrable. En effet, pour 1 < i < p,
on montre que 1’expression

E(HVQn (wjao,ug)]i‘) =2E Z X | Xi — Zoz Xo—j— g

t=p+1
est bornée par
4(n —p) (i) + pk) < oc.

Pour i = p + 1, on montre que 1’expression

n

p
E(|[VQn (w.o® ) [[) =2 [ | D] | Xe =D afXej— g2

t=p+1 j=1
est bornée par
4(n —pux < 00.

4) Quelques manipulations algébriques directes mettent en évidence le fait que

E (inH (Waaoaﬂg) | gjn) =VQy (w,ao,,ug)
pourl <i<p+1. O
Preuve du lemme 5.3. D’une part

lim U, = lim n = oc.
n—oo n—oo

D’autre part, puisque E [(aj o Xp_j— ann,j)z | Xn,]} = Var[a; o X,,_;] =

Aj Xp—j, on voit facilement que
2

p
E|[Xn—) ofXn ;- p

P
Fn—1 | = Var[X,, | Fpi] :Z)‘an—j"'Ug
j=1 =

max {/\k}ZX _j+ol

1<k<p

Par conséquent,

8

p
1
2
— | max {\ EX_'+O'
nl ZTL ISkSp{ k}.l n—j 15
‘7:

n=1 j=1 n=1

P 2o

-2 €

= max { )\ E E n “X,_i+—=
lgkgp{ } n—=j 6

n=1 j=1
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Puisque pour toute variable aléatoire X positive, E[X| < oo implique Pr(X = oo0) =0,
il suffit de montrer que

0o P
E ZZn_ZXn_j < 0
n=1 j=1

pour que la double sommation »_>° Z?:l n~2X,_; soit presque sirement bornée.
Or, par le théoréeme de la convergence monotone, nous avons

oo p m p 2
=) . ) T
E ng 1; : n " Xn_j| = mh_rgong 1 g : n E[anj} :pMXZ < 00.
= = = J:

Donc,

2

! o2 .
SE || X0 =D af X — s
n=1 j=1

o0

Fnoi | < oo, Pgo — p-s.

En fait, nous venons de montrer que pour presque tout w dans €2,

2

Fro1 | <o0

0 1 p
DB | [Xnw) = D 0fXn(w) — p
n=1 j=1

et lim U,(w)= lim n = oo.
n—oo n—oo

Ainsi,

o) p
: 1 [¢] (¢]
Pgo Q w: nlingon = oo et g EE Xn(w) — E 1 G Xp—j(w) = p| |Fn1 | <00
‘]:

n=1

Preuve du lemme 5.4. Bornant presque sirement
2

P
E Xn — Z(I;anj — ug Stnfl
7=1

par

p

2

max { A\ ZX_-+0

lngp{ k}.l na e
]:
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(voir la démonstration du lemme 5.3), I’expression

2

00 1 p
DB | (X | Xn =D afXn g — 2 || |Fac
n=1 j=1
2
o0 1 p
ZT Xo =D 0§ Xnj — 2| |Fum
n=1 7=1

est bornée presque slirement par

00 p

g 721_A max {Ag} Z X,_j+0?

1<k<p 5
oo P
X2 2
= max {\;} g E +0; E
1<k<p { — £ Xn-iXn—j

Comme X,,_; < X ; car X, —j est une variable al€atoire a valeurs entieres positives,
la derniere expression est bornée par

oo P 0
§ E 1 2 2 2 § 1 2
ll'gnka%(p{)\k} EXTL*’LXTL*] + UE 1 EXR*I (81)
n=

n=1 j=1
On note que

E (X, X, ;) =Cov (X}

n—iu’

X5 ) +E(X5 ) E (X5 )
. 2
= o(i — )+ (7(0) + pk)” < o0
et le membre de droite de I’équation (8.1) est borné. La démonstration est complete. [

9. English extended abstract.

9.1. Introduction. The generalization of the STEUTEL and VAN HARN (1979) oper-
ator given by definition 1.1 is used to define the Generalized Integer-valued Autoregres-
sive Process (GINAR) as stated in definition 3.1. Basic computational properties of this
operator are given in section 2. Many proofs rely on probability generating functions.
Let {X;} be a GINAR process. Proposition 3.1 gives E (X}), the expected value of
X}, and Proposition 3.2 gives 7(0), the variance of X;. The links between the auto-
covariances (and the autocorrelations) and the parameters of the model are established
in Proposition 3.3. The autocorrelation function satisfies the Yule-Walker equations.
From this point of view the covariance structure of a GINAR process is identical to
the structure of a standard gaussian process. The partial autocorrelation is defined in
definition 3.2.

The estimation problem is tackled in section 4. First we consider the usual statis-
tics used in time series analysis. Theorem 4.1 establishes that the sample mean is a
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strongly consistent estimator of [E (X;). Propositions 4.1, 4.2 and Theorem 4.2 give
the properties of the sample autocovariances. All these classical estimators are asymp-
totically unbiased and, under some mild conditions, they are strongly consistent. The
sample autocorrelations have similar properties by Theorem 4.3. More, the sample
partial autocorrelations are strongly consistent.

In section 5, we recall some results of KLIMKO and NELSON (1978). These
results are used to demonstrate that the conditional least squares estimators are strongly
consistent. This is established in Theorem 5.3.

9.2. Generalized Steutel and van Harn operator and GINAR process.

Definition 2.1. (Generalized Steutel and van Harn operator). Let X be a non-
negative integer-valued random variable; let Y be a non-negative integer-valued random
variable with finite mean « and variance A and let {Y;};cn, be a sequence of i.i.d.
random variables distributed as Y and independent of X. The operator «o is defined
by vo X = Zfi Y
The GINAR process is given in terms of this operator.

Definition 3.1. (GINAR process). Let { X} },cz be a sequence of non-negative integer-
valued random variables; let {¢;};cz, be a sequence of i.i.d. non-negative integer-
valued random variables with finite mean . and finite variance o2; let p € N and
{ar}reqi2,.. p}» @ set of constants such that Vk € {1,2,... ,p — 1}, ap € [0,1),
ap € (0,1) and }°7_, a < 1. Then {X;}4cz is a GINAR(p) process if, and only if,
X; = > ¥ _, o o Xy_j + ;. The sequences {Yi(k)}ieN, (k =1,2,...,p), of finite
mean ¢y, and variance \g involved in a, o X;_j are independent amongst each other
and are independent of ¢,.

Propositions 3.1 and 3.2 give the first two moments of X;. The relation between the
autocovariances (and the autocorrelations) and the parameters of the model is given in
Proposition 3.3.

Proposition 3.1. Let { X }icz, be a GINAR(p) process. Then
» ~1
E(X) = pie (1 - Zak> :
k=1

Proposition 3.2. Let {X;}icz, be a GINAR(p) process. The variance of X, is
p p
Y(0) =px > X+ Y any(i) +o?l.
i=1 i=1

Proposition 3.3. Let {X;}icz, be a GINAR(p) process. For k € N, k # 0, the autoco-
variance at lag k satisfies the relation y(k) = >"%_| a;y(k—1), and the autocorrelation

satisfies
1 ifk=0

_ P
plk) = Zaip(k —i) ifk>1
i=1
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9.3. Classical statistics. The following assumptions are useful to demonstrate results
about the strong consistency of the different estimators.

Assumptions. Let y(-) the autocovariance function of {X;}iez, a GINAR(p) pro-
cess and let @i(h) = Cov (X Xpsk, XtwnXtsk+n)- In the following, when neces-
sary, the assumptions Al and A2 will be required: Al: Y " |v(k)| < oo and A2:

> o len(h)] < oc.

The classical statistics involved in time series analysis considered here are the sam-
ple mean (X), the sample autocovariances and autocorrelations (§(k) and p(k) re-
spectively). Propositions 4.1 and 4.2 and Theorems 4.2 and 4.3 establish the strong
consistency of these estimators.

Proposition 4.1. For M fixed and 0 < k < M, (k) is asymptotically unbiased for
(k) if assumption Al is true.

Proposition 4.2. If Al is true then for n fixed, the bias of 4(k) is of order n=" and is,
in general, increasing with k.

Theorem 4.2. Under assumptions Al and A2, 4(k) is strongly consistent for (k).
Theorem 4.3. Under the same assumptions, if v(0) > 0, then p(k) is strongly consis-
tent for p(k).

9.3. Conditional least squares estimators. The conditional least squares estimates
of the parameters oy, ,...,q, and . are obtained by minimizing the function

@n (o, pe) of (5.1).
The main result concerning these estimators is given in Theorem 5.3.

Theorem 5.3. [fv(0) > 0and if assumption A2 holds, then, the solution of VQ,, (v, ji2)
0 generates strongly consistent estimators for oy, o, ... , oy and [ie.

We conclude Section 5 by proving that the sample partial autocorrelations are also
strongly consistent. Finally, in Section 8, we give the technical demonstrations that
were not done in the main body of the text.
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