Equations polynomiales a coefficients réels de degré au plus quatre
Factorisationdans |R et |C

1. Degréun

Théorémel: [SoitaO|R,0!'xO0|R, x+a=0

Preuve: X=-a

2. Degré deux (méthode du discriminant)

Théoréme?2:| Soit (ab) O |R2, 0! S={x1,xz} O|C, (X O S, x>+ax+b=0
Deplus:

(1) sia4b=z0adosSO|R.

(2) s @4b=0a4dorsx=x,.

(3) sia4b<0aorsx=X%z.

-a++a&-4.b
Preuve: (1) 2-4.b=0, x;= -5
-a-Ja&-4.b

Xo= 2

(2) @-4b=0,x =-al2.

-a+i.W4b-&
(3) @4.b<0, x;= f
-a-iAd.b-22
Xo= 2

3. Degrétrois (méthode de Cardan)

Théoréme 3: | Soit (a,b,c) O |R®, 0 x OJR, x*+ax2+h.x+c =0 |

Preuve: Posons X=X +a/ 3, u=a¥3—b, v =c—a/27 +a2/9 —ab/3, nous cherchons donc arésoudre L(X)=X3-u.X+v = 0.
Posons maintenant X = f+g, L(f+g)=(f>+g®+v) + (3.f.g-u)(f+q).
Donc s fP+g® = -v et 5 3.¢° = u¥27 dors L(f+g) = 0.
Soient r et slesracines de I’ équation Y2+vY +u/27=0 (théoréme 2).
Premier cas, r O |R, nous prenons f :%et g= %
Deuxiemecas, r 0 |R, r=m+i.n avec (m,n) [ |R?, et r et s sont conjugués. Nous posons alorsf = %
Donc f O |C, f=c+i.d avec (c,d) O |R2. Puis nous posons g = ¢-i.d, alors g°= ¢*3.c.d? +i.(d*-3.c2.d).
Or f=r=c>3.c.d? +i.(3.c2d — d® = m +i.n. Donc g>=m-i.n=s. D’ oll g convient bien.
Dans les deux cas nous posons finalement x = f+g-a/3.

4. Degré quatre

Théoréme 4 : | Sait (ab,c,d) O R O (ef,g,h) OR?, x™+ax’+b.x2+c.x+d = (x2+ex+).(x2+g.x+h)

Preuve: Posons X=x + a/ 4, B = b-3.a8/4, X= c-a%/16-a/2.(b-3.28/4), 5=a2/16.(b-3.8%/4)-al4.(c-a’/16)+d-a"/256.
Il reste donc afactoriser L(X)=X"*+B.X2+x.X+3. Cherchonsu, v et w tels que L(X)=(X2+u)2-(w.X-v)2
Il faudrait B=2.u-w? (4) ; x=2.v.w (5) ; &=uz-v2 (6). Soit v2=u?-6 (6’) et w2=2.u-3 (4’), puis (v.w)>=x¥/4 (5') avec v.w du signe
dex (5").
D’ou, (6')x(4') puis(5') : 2.u°-B.uz-2.5.u+(3.p-x2/4) = 0, de degré trois! ! |
Le théoréme 3 nous donne alors u, puis (6'), (4’) et (5'') nous donnent v et w. On a alors L(X)=(X2-w.X+u+v)(X2+w.X+u-v).
Donc comme X=x+a/ 4, on obtient finalement :

x*+ax3+b.xe+ex+d = ( x2+H[al2-w] X + u + v + &@/16 - w.ald ) . (x2+[al2+wW].X + u—V + &8/16 + w.al4 )

5. Asuivre

Il a éte démontre qu'il est genéralement impossible d exprimer une recine réelle d’ un polyndme de degré cing sous forme de sommes
ou produits de radicaux i-emes [E.Galois, 1832].



